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Les exercices marqués d’'un £9% sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un &t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

Théoréme de Montel

£9 Exercice 1. Une application du théoréme de Montel.

Soient a < b deux réels et U = {z € C,a < R(2) < b, () > 0}. Soit f € O(U) bornée. Supposons qu’il existe
¢ €]a, b tel que f(c+iy) — 0 quand y — co. Montrer que f(z + iy) — 0 quand y — oo pour tout = €]a, b].
Supposons par l'absurde qu’il existe x €]a, b et y,, une suite de réels tendant vers +oo tel que | f(x + iy, )| >
pour tout n > 0. Notons g, € O(U) la fonction définie par g,(z) = f(z + iy,). Par le théoréme de Montel,
la famille (g,), est normale et on peut trouver une extraction ¢(n) — +oo tel que gy(,) converge vers une
fonction g € O(U). Par 'hypotheése sur f, on doit avoir g(c + iy) = 0 pour tout y > 0, donc g s’annule sur
un ensemble possédant un point d’accumulation et on a donc g = 0. Or on doit avoir |g(x)| > d, on aboutit a
une contradiction (il y a une petite difficulté lié au fait que g n’est pas vraiment holomorphe sur l'intervalle
réel |a, b] mais 'argument est facilement adaptable).

£ Exercice 2. Limite simple de fonctions holomorphes.

1. Soient U un ouvert non vide et (f,), une suite de fonctions holomorphes sur U qui converge simplement
vers une fonction f. Montrer qu'il existe un ouvert non vide V' dont I’adhérence est contenue dans U et
un réel M > 0 tels que :

Vz € V,Vn € N, |fn(2)| < M.

Fixons V un ouvert tel que V C U. Notons pour tout k € N*:
Sk={z€V, [fj(2)| <k, Vj e N}.

En utilisant la continuité des f; on montre que S est fermé dans C pour tout £ € N*. Soit z € v,
comme (f;(z)); converge pour tout z € U, on a z € S pour un certain k > 0. Il suit que: V = J, Si.
Par la contraposée du théoréme de Baire, 'un des Sj doit étre d’intérieur non vide. Le résultat de la
question suit.

2. En déduire qu’une limite simple de fonctions de O(U) est holomorphe sur un ouvert dense dans U.
Par le théoréme de Montel, sur chaque ouvert o la famille (fy)r est uniformément bornée, on a f qui
est holomorphe. Pour tout z € U et p > 0, on peut trouver par la question précédente un petit ouvert
V.., C D(z,p) tel que la famille (fy)r est uniformément bornée sur V. ,, donc f y est holomorphe.
L’union de tous les V. , fournit I'ouvert recherché.

Exercice 3. Une suite bien connue.

Pour n > 0, on définit f,(2) = (1+ %)n Démontrer a laide du théoréme de Montel que la suite (f,)n
converge uniformément sur tout compact de C vers une limite & déterminer.

On va utiliser le théoréme de Montel pour montrer la convergence. Soit K C C un compact et A = sup, g |2/.

Pour z € K, n > 1 un entier, on a
A n
eI (1+2)

la derniére suite étant convergente dans R, donc bornée, on en déduit que F = {f, ; n € N, n > 1} € O(C)
est une partie bornée. Considérons (gy,), une sous-suite convergente de F et notons g sa limite. On en déduit
que ¢g(0) = 1 et comme

1

/ _
gn(z) 1+ %gn(z)ﬂ

TMerci & Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



on en déduit a la limite que ¢’ = g. Ainsi z — e ?g(z) est de dérivée nulle sur le connexe C elle est constante
et donc g(z) = e*. On a montré que F = FU{g} et g ¢ F puisque ce n’est pas un polynoéme. Par le théoréme
de Montel, F est compact dans O(C) et on a montré que g était la seule valeur d’adhérence de F. Ainsi on a
montré que la suite (f,,), converge uniformément sur tout compact vers z — e”.

Exercice 4. Une famille normale.
Soit p > 1, on note F, 'ensemble des fonctions holomorphes sur D vérifiant |f|r» < 1.

1. Soit r < 1 et r < p < 1. Démontrer que pour z € D(0,7), on a

P 2 i0\ P
167 < gl [ o) .

On utilise la formule de Cauchy

1 02T f eiG ;
Fz) = 5= Hoe”) eioqg,
T Jo 22— pe

On prend les valeurs absolues, et on trouve

27 62’0 27 ]
|f(2)] < £/O |f(p )| df < P ‘Z|>~/0 !f(pew)’dﬁ,

27 |z — pei®| ™ T 2m(p —

Comme t +— tP est convexe et que % a une masse totale de 1 sur [0, 27|, on peut appliquer 'inégalité de

Jensen et on a

P’ 2 i0y|P
|f(2)P < 27T(/)_|ZDP/0 | f(pe')|" do.

Comme p > 1et p<1,onapP < p. En vérifiant que |z| < r, on obtient finalement 'inégalité voulue, a
savoir

2
p 14 6\ |P
17 < sty [ 1) .

2. Soit € > 0. Démontrer que

p L p w
(=i < 5o [ @i

1
(p=r)P

Pour p>r+e¢e,ona < aipet donc

En intégrant de » +¢ a 1, on obtient

~
2meP

1 27
(A—r =P < o /+ /0 [ F(pe) [ dpdp = gﬁlgp/l e [ WAA@):

3. Déduire & I'aide du théoréme de Montel que la famille 7, est normale.

Comme [, o . |f(w)[d\(w) <1, ona

1
<
s 1FC) < Goima—r — oy

ce qui prouve que F, est uniformément bornée sur D(0,r), et donc sur tout compact de .

Exercice 5. Une partie compacte de O(U).



1.

Soit U un ouvert connexe de C et a € U. Notons:

Fo={f€OU): finjective, f(a) =0, sup|f(z)| <1}
zeU
Démontrer que si elle est non-vide, F, est une partie relativement compacte de O(U), dont 1’adhérence
contient 0. B
C’est une application directe du théoréme de Montel. Si f € F,, alors %f — 0 donc 0 € F,.

. Démontrer que F, U {0} est fermée, donc compacte.

Les conditions f(a) = 0 et sup, | f(z)| < 1 sont clairement des conditions fermées. Le théoréme de Hurwitz
(une limite de fonctions injective est injective ou constante) démontre que f injective ou constante est
une condition fermée, et comme f(a) = 0, cette condition se rameéne & f injective ou nulle, ainsi, F, U{0}
est fermé et est donc 'adhérence de F,.

&’ Exercice 6. L’algébre du disque et sa boule unité. _
On note A(D) l'algébre des fonctions continues sur le disque unité fermé D qui sont holomorphes sur le disque
unité ouvert D.

1.

Démontrer que A(ID) est une sous-algébre fermée de 1’algébre C'(D) des fonctions continues sur D avec la
norme sup |.|oo-

Si (fn)n € A(D), et f, — f € C°(D) uniformément, en particulier f,, — f uniformément sur sur (tout
compact de) D et f est donc holomorphe sur D.

Vérifier que A(ID) n’est pas stable par dérivation.
On peut par exemple considérer
z
Lis(2) = —
2(2) =D 05

n>1
qui appartient clairement & A(D) vu que la série converge absolument en tout point du disque. La dérivée

. —log(1— . ) ..
de Lis(z) est y., qui n’est pas bornée au voisinage de 1 et ne peut donc pas se prolonger en une
fonction continue sur le cercle.

Démontrer que 1’algébre C[z] des polynomes est dense dans A(D).

Soit f € A(D), on veut montrer qu’il existe un polyndme a distance < £ de f. On commence par choisir
r < 1 tel que [f(rz) — f(2)|eo < €/2, qui existe car r — |f(rz) — f(2)]co est continue par uniforme
continuité de f sur D. Ensuite, comme [ est somme d’une série entiére de rayon de convergence 1,
on constante que f(rz) est définie par une série entiére qui converge absolument sur tout compact de
D(0,1/r), en particulier sur . On obtient donc un polynéme (une somme partielle de cette fonction
d’assez haut degré) vérifiant |f(rz) — P(z)|e < €/2. On a donc

[f(z) = P(2)| < 1f(2) = f(r2)[ + |f(rz) = P(2)] <e.
On introduit, pour |a| < 1, le facteur de Blaschke

zZ—a

#alz) = 1—az

. Démontrer que |z| =1 = |p.(2)] =1 et en déduire que ¢, envoie D dans D.

Si|z] =1 alors on a
|z —a| = |z - |1 —az| = |1 —a@z|.

Par le principe du maximum, et comme ¢, est non-constante, on a |, ()] < 1si |z| < 1.

Soit f € A(D) unimodulaire, c’est-a-dire que |z|] =1 = |f(z)| = 1. Démontrer que f est un produit
fini de ¢, et d’'un nombre complexe de module 1.

Indication : on pourra démontrer qu’une g € A(D) unimodulaire sans zéros est constante.

Commencons par prouver l'indication : si g € A(D) est unimodulaire et sans zéros, alors 1/g € A(D).
Par le principe du maximum, on a |1/g| < 1 et |g| < 1 donc g est constante de module 1.

Soit & présent f € A(D) unimodulaire. Comme elle est uniformément continue, il existe r < 1 telle
que |z| = r = |f(2)| > % Il en découle, par le principe des zéros isolés, que f a un nombre fini
de zéros, disons ay, ..., a,, (comptés avec multiplicité). La fonction ¢(z) = H;n:1 @, (2) est également
unimodulaire et f /¢ est donc unimodulaire et sans zéros, donc constante, ce qui conclut.



6. Soit f € C[z] de degré d vérifiant |f|s < 1, on note f*(z) = 2%f(1/z). Démontrer que

_ [Tt f(2)

wzd4f(2)

C’est une application de la formule de Cauchy a la fonction w — T e

7. En déduire que I'enveloppe convexe fermée des unimodulaires est la boule unité fermée.
Le résultat précédent démontre que f est intégrale d’'unimodulaires - en effet,

fiiom CEHIE)
G IR
est unimodulaire car pour |z| = 1 on a f*(z) = 2% f(2), et donc

27+ f(2)] = [2l"le" + 2 (2)] = 1+ 27 F(2)e"| -

On a donc écrit f comme une intégrale d’'unimodulaires. Vu que ¢ — f; est continue uniformément en
z, les sommes de Riemann correspondant & l'intégrale convergent uniformément vers f. Ces sommes
de Riemann sont des combinaisons convexes d’'unimodulaires, et donc tout polynéme f de norme < 1
appartient a I'enveloppe convexe fermée des unimodulaires. Comme ’ensemble des polyndémes de norme
< 1 est dense dans la boule unité, on peut conclure.

& Exercice 7. Propriété universelle de 1’algébre du disque.
Un C-espace de Banach (B, |.|p) est appelé C-algébre de Banach, ou juste algébre de Banach, si B est muni
d’une structure de C-algébre associative unitaire (mais pas nécessairement commutative) pour laquelle la norme
est sous-multiplicative, c’est-a-dire que |bV'|p < |b|p|V|B-

1. Démontrer que la multiplication est continue de B? dans B.
On omet le B en indice pour la norme. Si b, — b, b}, — V', alors

|bb/ - bnb'/n‘ - ‘bb/ - bnb/ + b’n,b/ - bnbfln,|
< (b — byb'| + [byb — bt |
< [b = bl V'] + [bn] - 1B, = V-

En prenant n — oo, on a convergence vers 0.

2. Vérifier que A(D) est une algébre de Banach, ainsi que C'(X,C) pour un compact X.
La norme sup |.|oo,x vérifie l'inégalité voulue car sup,cy |f(2)g(x)] < sup,ex |f(2)|sup,ex l9(2z)]
Comme A(D) est une sous-algébre fermée de C(D,C), elle est compléte et c’est une algébre de Ba-
nach.
On dit qu’un élément b € B est polynomialement borné s’il existe C' > 0 telle que pour tout P € C[z],
on a
IP(b)] < CIP|uc.

On note PB(B) I'ensemble des éléments polynomialement bornés de B.

3. Démontrer que lapplication ¢ — ¢(z) induit une bijection
Hom,, (A(D), B) = PB(B)

ot Hom,j, désigne les morphismes continus de C-algébres. Démontrer également que cette bijection est
continue pour la topologie de la convergence simple a gauche et la topologie de sous-espace de B a droite.
Comme ¢ est continue, elle est enticrement déterminée par son image sur le sous-espace dense Clz], et
comme c’est un morphisme d’algébres, elle est entiérement déterminée par le générateur z.

Reste a voir que ¢(z) est polynomialement bornée. L’application ¢, comme morphisme d’algébres con-
tinu, est aussi une application linéaire continue, qui vérifie donc que

[P(p(2)|5 = [0(P(2))|5 < @]l - [P(2)|o0 = l¢l]-



L’application réciproque se définit en partant de b — (¢p : b — P(b)) pour P € C[z]. Comme b est
polynomialement bornée, ¢, est uniformément continue sur C[z] et s’étend donc en une application
linéaire sur A(D) par ¢p(f) = lim, P,(b) pour n’'importe quelle suite P, qui converge vers f. Comme
la multiplication est continue, et que si P, — f, Q,, — ¢ uniformément alors P,Q, — fg, on a bien
op(fg) = lim, op(Pn)es(@Qn) = lim, op(Pp) limy, ©p(@n) = ©u(f)es(g), et ¢ est bien un morphisme
d’algébres.

La continuité de ¢ — ¢(z) découle directement de la continuité de ¢ — (f) pour tout f par définition
de la topologie de convergence simple.

4. Dans le cas ou B est une sous-algébre fermée d’'un C'(X,C) pour X compact, expliciter PB(B) et
démontrer que ’application ci-dessus est un homéomorphisme.
PB(B) est la boule unité fermée de B : en effet, si |f|o > 1, alors il existe z € X tel que |f(z)| > 1 et
donc la suite (f™), n’est pas bornée Réciproquement, si |f|oo < 1 alors f est a valeurs dans le disque
unité fermé et clairement |P(f)|c < sup,.g|P(2)].
Pour la continuité de la réciproque, il faut démontrer que g — ¢, est continue. On remarque que
©0q(f) = f og. Par définition de la topologie de convergence simple, 1 suffit de prouver que pour tout f,
la composition g — g — @4(f) = f o g est continue, ce qui est clair car |f o gloc < |f]oo-

5. En considérant 1'algébre B = C[z]/(2?) avec la norme |a + b[z]| = |a| + |b], montrer que I'application
réciproque PB(B) — Hom,is(A(ID), B) n’est pas toujours continue.
Notons 7 la classe de z, il vérifie n2 = 0. On vérifie que c’est bien une algébre de Banach :

[(a + bn)(c+ dn)| = |ac + ben + adn| < |ac| + [be| + |ad]|.

On vérifie alors que (|a| + |b])(c| + |d|) = |ac| + |be| + |ad| + [bd| = |(a + bn)(c + dn)|. On calcule, pour
P polynome, que P(a + bn) = P(a) + bP'(a)n. Ainsi, a + by est borné polynomialement si |a| < 1 ou
sib=0et|a| < 1. Le deuxiéme cas se passe d’explications, pour le premier on remarque que par la
formule de Cauchy on a

[P(a)] < sup |P(2)]-

1
2m(1 = al) 1z1=1
Ainsi, @asin( ) = (@) + b ()
En prenant f(z) =>_,5, %5, on a
log(1 —a
( )77
a

fla+bn) = f(a) —b

Sion prend a, =1—1/n,b, = m, clairement a,, + b,n — 1(+0n). Cependant,

1 log(n)

f(an+bnn)=f(an)—mlfl/nn

qui diverge quand n — oo.

Théorémes de Runge et Mittag-Lefter.

£9 Exercice 8. Manipulation du théoréme de Runge.

1. Soit K € 0D un compact, € > 0. Démontrer a ’aide du théoréme de Runge qu’il existe un polynéme
P(z) veérifiant P(0) = 1 et sup,cx |P(2)] < e.
On veut que P(z) soit de la forme 14 zQ(z). Mais

1

sup 1+ 5Q(:)| = sup |1+ QL2
ze€K 2€K | #

On applique le théoréme de Runge a la fonction z +— 1/z, holomorphe au voisinage de K. P*(C) \ K est

connexe, on peut donc choisir les fonctions rationnelles avec des poles & I'infini, c¢’est-a-dire les polynomes.

Il existe donc un polynome @) vérifiant

sup <e

zeK

Q2) — -

1
z

ce qui conclut.



2. Démontrer a I'aide du théoréme de Runge qu’il existe une suite (P, ), de polyndmes vérifiant, pour tout

zeC
lim P,(z) = Lo %(z)>0
n— 00 —1’ éR(Z) < 0.

On considére ouvert U = R(z) > 0U R(z) < 0, et la fonction holomorphe qui vaut 1 sur $(z) > 0 et
—1 sur R(z) < 0. On considére une suite de compacts (K,,),, ou K, est 'union des rectangles fermés
de sommets 1/n + in,n +in,n —in,1/n — in et son symétrique par rapport a axe R(z) = 0.

Il existe donc, pour tout m, une suite (P, ., )m de polynomes qui converge vers f sur K.

Pour avoir la suite voulue, il faut faire un argument diagonal : Considérons ¢(n) vérifiant

1
P, — —.
ZSEL;RL | n,p(n) (Z) f(2)| < n

Quitte & changer n, on peut supposer que ¢ est croissante, et P, := P,
f sur tout compact de U.

1o(n) converge uniformément vers

£ Exercice 9. Fonctions holomorphes a valeurs de dérivées prescrites.
Démontrer a I'aide du théoréme de Weierstrass et de Mittag-Leffler le fait suivant : étant donné un ouvert
U C C, une suite (zy,), sans point d’accumulation dans U, une suite (k,),, d’entiers strictement positifs, et une
collection (@, k)k<k, de nombres complexes, il existe une fonction holomorphe sur U dont la k-éme dérivée en
Zn, avec k < ky, est an, .
Gréace au théoréeme de Weierstrass, on sait qu’il existe une fonction holomorphe w ayant un zéro d’ordre k,, en
Zn. Le théoréme de Mittag-Leffler nous fournit une fonction méromorphe g vérifiant

au voisinage de tout z,, pour n’importe quel choix de b.

Le produit f(z) = g(z)w(z) est holomorphe au voisinage de chaque z,, et on peut calculer que la valeur en z,
de cette fonction est bkmnw(k")(zn). 11 faut donc choisir by, , = w((:’jji)(;)

De maniére générale, en développant le produit de Cauchy, on se rend compte que les conditions f(z,) = ag,n,
f(zn) = a17717,..7f(k"’1>(271) = ap,_1, se traduisent en un systéme d’équations linéaires en les by ,. Ce
systéme est triangulaire, de diagonale ’w(k”)(zn) # 0, et une solution existe donc. Il faut choisir pour les ay ,,
de cette fagon pour avoir la fonction voulue.

Exercice 10. Quotients de fonctions holomorphes.

Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert U de C. Démontrer que f est un quotient de fonction holo-
morphes.

On sait que les poles de f ne s’accumulent pas dans U. Ainsi, par le théoréme de Weierstrass, il existe une
fonction holomorphe g € O(U) qui s’annule exactement aux poles de f a lordre l'ordre du pole de f. Le

produit fg définit donc une fonction holomorphe sur U, et on écrit f = %

df Exercice 11. O(U) est un anneau de Bézout.

On fixe un ouvert connexe U C C. Pour f € O(U), a € U, on note v,(f) lordre d’annulation de f en a,

div(f) = (va(f))acv et pour I C OU), div(I) = (minyes va(f))acv. Pour m = (mg)eecv, 1 = (Ng)acv, on

écrira m > n si m, = n, pour tout a, et on appelle support de n et note Supp(n) 'ensemble {a € U : n, # 0}.

1. (a) Démontrer que pour a € U, m, :={f € O(U) : f(a) = 0} est un idéal.

Soit g € my,, f € O(U). f(a)g(a) = 0donc fg € m,. Similairement, si g, h € m, alors g(a)+h(a) =0
donc g+h € m,. Alternativement, O(U) — C, f — f(a) est un morphisme d’anneaux et son noyau
m, est un idéal.

(b) Plus généralement, si n = (n,)qcv, démontrer que
In):={fe0OU):div(f) > n}

est un idéal de O(U) et vérifier que m, = I(1,) ou 1, est la famille d’entiers qui vaut 1 en a et
0 partout ailleurs. Démontrer que si Supp(n) est discret dans U, alors div(I(n)) = n. Que se



passe-t-il dans le cas contraire 7
1l suffit de vérifier que pour a € U, va(fg) = va(f) +va(g) et va(f + g) = min (va(f),va(g)). Ainsi,
si Va(f)va(9) 2 Nas valf 4 g) 2 na, et siva(g) = ng on a va(fg) 2 va(g).-
La condition V(f) > 1, est équivalente & v, (f) > 1, ce qui revient a dire f(a) = 0, donc I(1,) = m,.
L’inégalité V(I(n)) > n découle de la définition. Par le théoréme de Weierstrass, si n est a support
discret (c’est-a-dire que les n, sont nuls sauf sur un ensemble discret dans U), il existe une fonction
f € O(U) qui a ses zéros exactement sur le support de n, avec un zéro d’ordre n, en a - autrement
dit, div(f) = n.
Si le support de n n’est pas discret, il admet un point d’accumulation, et donc I(n) = 0 par le
théoréme des zéros isolés.

(¢) Soit f in O(U). Démontrer que (f) = {fg: g € OU)} est un idéal, qui vérifie div((f)) = div(f).
Plus généralement, si fi, ..., fm, € O(U), démontrer que

(fis oo fm) ={g1fr + .+ gmfm 2 91, 9m € O(U)}

est un idéal vérifiant div((fi, ..., fm)) = (min; ve(f;))acv-
D’une part, on a g1 f1 + ... + gm fon +h1f1+ oo+ han frn = (91 + hl)fl + ...+ (gm + hm)fma et d’autre
part on a h- (g1 /1 4+ ... + gmfm) = hg1f1 + ... + hgm fm, donc (f1, ..., fr) est bien un idéal.
L’égalité div((f)) < div(f) découle du fait que f € (f), et réciproquement, si h € (f) alors h = gf
et donc div(h) = div(g) + div(f) > div(f).
Pour le cas de (f1,..., fm), on sait que si g € (f1,..., fm) alors g = g1 f1 + ... + gm fm et donc pour
tout a € U on a

va(g) = minwe(g; fi) = minv,(f;)

d’ou l'inégalité div((f1, ..., fn)) = (min; v (fi))a-

2. Verifier que div(f) > div(g) si et seulement si g divise f, c’est-a-dire s'il existe h € O(U) telle que
I =gh.
Si f = gh, alors div(f) = div(g) + div(h) > div(g). Réciproquement, si div(f) > div(g), alors va(f) >
vq(g) pour tout a et donc la fonction méromorphe f/g est en fait holomorphe, donc f = gf/g.

3. Soient f,g € O(U) sans zéro commun. Démontrer a 'aide du théoréme de Mittag-Leffler qu’il existe
v e O(U) telle que div(1l —vg) > div(f).
Soit @ un zéro de f, d’ordre n. La condition sur v pour que a soit un zéro d’ordre > n de 1 — vg se
traduit par un systéme linéaire sur les n premiéres dérivées de v, & savoir

gla)v(a) =1
9'(a)v(a) + g(a)v'(a) = 0

—o (Z)g(k)(a)v('"'_k)(a) =0.

On peut comprendre ce systéme comme un systéme en le vecteur (v(a),v’(a), ...,v("™ (a)). I est triangu-
laire inférieur, et sa diagonale est g(a) # 0, donc il admet une unique solution. Par I’exercice 2, il existe
une fonction holomorphe v dont les n premiéres dérivées sont données par cette solution, et une telle
fonction vérifie par construction div(1l — vg) = div(f).

4. En déduire que pour f,g € O(U), il existe u,v € O(U) et h € O(U) vérifiant v,(h) = min(ve(f), va(g))
pour tout a, telles que uf + vg = h.
Notons h un pged de f et g, c’est-a-dire une fonction holomorphe qui s’annule en chaque zéro a de f et
de g a ordre min (va (f), ’Ua(g))7 qui existe par le théoréme de Weierstrass. h divise f et g, et f/h, g/h
n’ont aucun zéro en commun. Par la question précédente, il existe donc une fonction holomorphe v telle
que 1 —wvg/h divise f/h. Notons u le quotient, on a uf/h 4+ vg/h =1 donc uf + vg = h.

5. Soit I C O(U) un idéal finiment génére, c’est-a-dire de la forme (f1, ..., frn). Démontrer que I est de la
forme (f).
On procéde par récurrence sur m. D’aprés la question précédente, 'idéal engendré par fi, ..., f,, et celui
engendré par f1,...., frn—2, hun—1, o0 1 est un pged de fp,_1 et f,, , sont les mémes car h,, 1 s’écrit
comme combinaison linéaire de f,,_1 et f,. On en déduit que I est engendré par m — 1 éléments, ce qui
conclut par récurrence.



6. Exhiber un idéal qui n’est pas de la forme (f1, ..., fm)-
11 suffit de choisir une suite discréte (ay,), et définir I = {f € O(U) : Vn >> 0, f(a,) = 0}. Cet idéal
vérifie div(I) = 0, vu que si on considére une fonction f qui a un zéro simple en chaque a,,, les fonctions
f(2)
Hn<N(Z*an)
fonction de I s’annule une infinité de fois, et donc en particulier 1 ¢ I.

sont toutes dans I mais n’ont globalement aucun zéro en commun. Pour autant, toute



